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Введение 

Известно, что в настоящее время напряженно-деформированное со-
стояние массива решается двумя способами. В первом случае задача реша-
ется методами деформационной теории, где функция сдвигового деформи-
рования принимается нелинейной, в частности задача решается с примене-
нием классической теории упруго-пластичности. По второй методике за-
дачи решаются с применением теории предельного напряженного состоя-
ния и уравнения устойчивости η, основанный на фундаментальных принци-
пах  условия равновесия. В этом случае уравнения должны удовлетворять 
следующим условиям 𝜎𝑖 ≤ 𝜎𝑖𝑢 ;                                                      (1) 𝜂 = 𝑇𝑢𝑇 > 1,                                                  (2) 

где 𝜎𝑖, Т и 𝜎𝑖𝑢 𝑇𝑢 – действующие (текущие) девятерные, сдвиговые силы и 
предельные- сдвиговые силы и  напряжения  

Основополагающие теории прочности грунтов 

Рассмотрим существующие теории описывающие основные законо-
мерности прочности (предельного сопротивления грунта сдвигу). В меха-
нике грунтов в качестве базового используется теория прочности грунтов 
Кулона, которая строится в прямоугольной системе координат 𝑓(σ, τ) (рис. 1). 𝑓∗ ≡ 𝜏 − 𝜎 ∗ 𝑓 = 0                                                (3) 

где 𝜏 и 𝜎 – предельные сдвиговые и нормальные напряжения; 𝑓 – коэффи-
циент трения. 

 

Рис. 1. Диаграмма прочности соотвествующая теории прочности Кулона 

в координатах  𝝉 = 𝒇(𝝈) 
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Второй распространенной и широко используемой в геотехнике явля-
ется теория прочности Кулона–Мора. Известно, что изначально теория 
Мора, основанная на деформационной теории в условиях плоской задачи 
для сплошных сред, предназначалась для определения напряженного состо-
яния на произвольных площадках. При этом изменение соотношения нор-
мальных и касательных напряжений на площадках подчиняется круговому 
закону. Этот удобный математический аппарат был адаптирован для опре-
деления условия прочности грунтов. Теория так же позволяет определять 
величины – наибольшего угла отклонения площадки сдвига при активном и 
пассивном нагружениях, а также коэффициента бокового давления.  

 

Рис. 2. Графическое изображения условия прочности  
по теории Кулона–Мора – 1 и Треска–Хилла – 2. 

Однако следует отметить, что такие параметры, как угол отклонения 
наиболее опасной площадки 2α, коэффициент бокового давления ξ(ξu) и 
угол внутреннего трения φM, характеризующие грунт как дисперсную по-
ристую среду с внутренним трением, не могут быть объединены в рамках 
единого универсального уравнения так же однозначно, как это принято для 
сплошных сред. Данное обстоятельство является одной из причин того, что 
при проведении как трехосных, так и модельных лотковых испытаний грун-
тов многие исследователи отмечали расхождения между эксперименталь-
ными  результатами и  классическими  положениями  теории  прочности 
Кулона–Мора [4–6]. 

В частности, результаты выполненных авторами экспериментальных 
исследований несвязных грунтов показали, что максимальный угол откло-
нения поверхности сдвига оказывается на 15 % – 20 % ниже теоретического 
значения, определяемого согласно модели Кулона–Мора. Аналогичные вы-
воды о несоответствии реальной кинематики разрушения предположениям 
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линейной теории прочности приводятся в работах, посвящённых исследо-
ванию локализации деформаций, формированию полос сдвига и развитию 
предельного состояния в грунтовых и гранулированных средах [10–15]. 

Анализ результатов трехосных и модельных лотковых испытаний по-
казывает, что в отличие от сплошных материалов для грунтов в условиях 
предельного напряжённого состояния изменение ориентации поверхностей 
сдвига, по-видимому, подчиняется не круговому закону, вытекающему из 
построений Мора, а более сложной нелинейной зависимости, близкой к па-
раболической, в диапазоне 2φ < θ <  θ∗, где θ∗— максимальное значение 
угла отклонения поверхности сдвига [6]. Между тем критерию Кулона–
Мора соответствует фиксированное значение данного угла, следующее из 
выражения (5). Это свидетельствует о том, что предельная огибающая мо-
жет пересекать круг Мора (рис. 6), а процессы сдвигового деформирования 
грунта в указанных пределах развиваются с различной интенсивностью. 

Следовательно, коэффициент бокового давления грунта, определяе-
мый по классическому выражению (5), не всегда согласуется с эксперимен-
тальными данными, которые, как правило, показывают более низкие значе-
ния. Указанные особенности подтверждаются не только результатами трех-
осных испытаний, но и данными модельных лотковых экспериментов, в ко-
торых наблюдается изменение траектории развития поверхностей скольже-
ния и перераспределение напряжений по мере перехода грунта в предельное 
состояние. 

Таким образом, результаты экспериментальных исследований свиде-
тельствуют о необходимости дальнейшего совершенствования классиче-
ской теории прочности грунтов с учётом структурной неоднородности грун-
товой среды, дилатансии, нелинейности деформирования и эволюционного 
характера формирования поверхностей локализации сдвига. 

Как известно условие теории прочности для плоского напряженного 
состояния записывается в следующем виде 

   𝑓∗ ≡ 𝜎3 − 𝜎1 ∗ 𝜉(ξ𝑢) = 0                                       (4) 

где 𝜉, ξ𝑢 – характеризует соотношения главных напряжений 𝜎1, 𝜎3, соответ-
ствующих допредельному  и предельному напряженному состоянию. 

Коэффициент 𝜉, в соответствии с условием (4), остается постоянным  
в области деформирования (экспериментально определяется в условиях 
компрессии при, 𝜀3 = 0 с измерением бокового давления, в литературе этот 
коэффициент также называется коэффициентом бокового давления покоя 𝜉0) (рис. 3). 
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Что касается величины ξ𝑢 то он определяется при напряженном состо-
янии соответствующая пределу прочности грунтов (экспериментально и опре-
деляется в условиях возможности бокового расширения с измерением боко-
вых перемещений 𝜀3 > 0, при 𝜎3 = const (рис. 3). Что касается величины 𝜎1𝑢 

то он для мягких и сыпучих грунтов определяется условно и определяется в 
соответствии различных стандартов, например в литературах [5] он соответ-
ствует ограничительной величине 𝜀1 = 0,15. Такое расплывчатое определение 
может существенно исказить полученные результаты. 

 
Рис. 3. График определения величины 𝝃𝒖 в условиях свободного бокового  

расширения образца грунта 

Как известно величина  𝜉 соответствующая условию (4) определяется 
по известному соотношению 𝜉 = 𝜎3𝜎1 = 1−sin 𝜑𝑀1+sin 𝜑𝑀 = 𝑡𝑔2 (45 ± 𝜑𝑀2 ),                            (5) 

где 𝜑𝑀 − угол внутреннего трения  соответствующая  теории  прочности 
Кулона–Мора. Напомним, что выражения (4)–(7) характеризуют круговую 
зависимость между касательными τθ и нормальными σθ напряжениями и 
имеет следующую взаимосвязь с нормальными и касательными напряжени-
ями σθ и τθ действующие на площадках, отклоненных на угол 2𝛼 (рис. 4).  

           𝜏𝜃2 = 𝜎12𝑙2 + 𝜎32𝑠2 − 𝜎𝜃2;                                           (6)  

  𝜎𝜃 = 𝜎1 𝑙2 + 𝜎3 𝑠2,                                              (7) 

где 𝑙 и 𝑠 направляющие косинусы, определяемые по известным выражениям   

  𝑙 = 𝑐𝑜𝑠2𝜃  и   𝑠 = 𝑐𝑜𝑠 (𝜋2 − 2𝜃)                              (8) 
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Рис. 4. Диаграмма прочности соотвествующая теории прочности Кулона–Мора 

в координатах 𝒒 = 𝒇(𝒑) 

В соответствии с этой теорией условие предельного напряжённого со-
стояния, записанной в виде предельной огибающей к кругам Мора имеет 
следующий вид  

  sin 𝜑𝑀 = 𝑞𝑝 = (𝜎1−𝜎3)(𝜎3+𝜎1)                                        (9)  

Многие авторы считают, что в грунтах сдвиги проходят  по площад-
кам с углом отклонения 𝜃 = 2𝛼 = 450. В этом случае теорию прочности Ку-
лона-Мора  выражают в  координатах 𝑞 = 𝑓(𝑝) (рис. 5). Такая модель тео-
рии прочности была предложена Треска–Хиллом (рис. 5) с параметром 
прочности 𝜑Т [4].  

 

Рис. 5. Диаграмма прочности соотвествующая теории прочности Треска–Хилла 

в координатах 𝒒 = 𝒇(𝒑) 

Модель прочности грунтов предложенная Треска–Хиллом отличается 
от модели Кулона–Мора, тем, что предельная огибающая пересекает круг и 
проходит через площадки отклоненных на 𝜃 = 450, т.е. на уровне макси-
мальных касательных напряжений 𝑞 = (𝜎3−𝜎1)2 = и 𝑝 = (𝜎3 + 𝜎1)/2 (рис. 5). 
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В этом случае она совпадает с пределом текучести, свойственной мо-
дели прочности твердых деформированных тел.  При этом, линия характе-
ризующая  границу  текучести  проведена  не  как  параллельная к оси  𝑝 (𝑞 = const), а как наклонная, пересекающая круг. В этом случае условие 
прочности будет иметь следующий вид (рис. 5)  [4,5]: tg 𝜑𝑇 = 𝑞𝑝 = 𝜎1 − 𝜎3𝜎3 + 𝜎1 𝜉𝑇 = 𝜎3𝜎1 = 1−𝑡g 𝜑𝑇1+𝑡g 𝜑𝑇                                           (10) 

Здесь как и при теории прочности Кулона–Мора (6)–(11), существует 
жесткая аналитическая привязка между соотношениями главных напряже-
ний 𝜉, 𝜉𝑢, углом отклонения площадки 𝜃𝑇 = 450 с параметрами прочности 
грунта. Однако, как уже было показано выше, в действительности, параметр 
прочности 𝜑 - угол внутреннего трения, для грунтов является постоянной 
величиной и не зависит от принятой теории прочности. Такое несоответ-
ствие очевидно для грунтов связано с некруговой зависимости выражения 
(6). Сопоставление теорий прочности наглядно можно проиллюстрировать 
на графике 𝜎1,𝜎3 представленной на рис. 6. 

 

Рис. 6. График изменения средних нормальных Р и девиаторных напряжений q  

в пределах прочности грунтов: 1, 2 – придел прочности грунтов полученные  
по результатам сдвиговых и трехосных испытаний 
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Величина девиаторных напряжений 𝜏𝛼 = 𝑓(𝑞) в соответствии с тео-
рией прочности Треска–Хилла действует на площадках с углом отклонения 0 ≤ 2𝜃 ≤ 900 и параметром прочности 𝜑Т с границами 2-2 (рис. 6). Для 
сравненеия прочность грунта расчитанная по трем моделям (Кулона, 
Кулона–Мора и Треска–Хилла) нанесем в диаграмму (𝜎1,𝜎3).   

Разница параметров прочности моделей Кулона–Мора и Треска–
Хилла  определяется из соотношения: 𝑠𝑖𝑛𝜑м = 𝑞𝑝+𝑝𝑒 ,                                          (11) 

 𝑡𝑎𝑛𝜑𝑇 = 𝑞𝑝+𝑝𝑒 ,                                          (12)  

откуда 

   𝜑𝑇 = atan(𝑠𝑖𝑛𝜑м).                                       (13) 

Таким образом теории прочности Кулона–Мора и Треска–Хилла ба-
зируются на круговой зависимости напряжений и по этому всегда выполня-
ется условие  𝜑𝑇 < 𝜑м. Основная причина не совпадения предельной огиба-
ющей кругов Мора с диаграммой прочности Кулона связана не выполнение 
для грунтов круговой зависимости выражения (6). 

Другой немаловажной особенностью теории прочности Треска–
Хилла при напряженном состоянии 𝜎3 = const   и 𝜎1 > 𝜎3  является то что 
на площадке сдвига с углом 𝑡𝑔(𝜃 = 450) = 𝑞(𝑝−𝜎3)  соблюдается условия ли-
нейной зависимости т.е. выполняется условие пропорционального роста 
нормальных 𝑝 и касательных напряжений 𝑞. Поскольку 𝑡𝑔(𝜃 = 450) = 1 то 𝑞 = (𝑝 − 𝜎3) = ∆𝑝. Учитывая выражение (4) ∆𝑝 = 𝜎32 (1𝜉 − 1). Иначе при тра-
ектории роста напряжений с 2𝛼 = 450  выполнении условия предельного со-
стояния 𝜎1 = 𝜎3 + 2∆𝑝 (рис. 7, 9). При всех других случаях (условиях), когда 
угол отклонения площадке (𝜃 > 450) в грунтах возникает нелинейный рост 
касательных 𝜏𝛼(𝑞) и нормальных 𝜎𝛼(𝑝) напряжений, как это показано на рис. 
9 (4,6). Не учет этих обстоятельств, характерные для различных моделей, рас-
четы могут привести к ошибкам полученных результатов. 

Учитывая вышеизложенные обстоятельства ниже рассмотрим воз-
можность использования теории, характеризующие предельное напряжен-
ное состояние на некруговой зависимости между касательными и нормаль-
ными напряжениями. 

Напряженное состояние в элементарном объеме грунта в области 
приближающееся к предельному состоянию.  Ниже приведем основные 
постулаты этой теории. Понятие прочность грунтов характеризуется как со-
вокупный процесс воздействий критических внешних, гравитационных и 
внутренних сил, при которых на одной или нескольких площадках происхо-
дит прогрессирующие развитие сдвиговых деформаций.  
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Рис. 7. График характеризующий напряженное состояние 𝑴(𝒒, 𝒑 ,  

траекторию нагружения и придел прочности грунта 𝒒𝒖  при 𝟐𝜶 = 𝟒𝟓𝟎 
Аналитически такое положение в грунтах можно описать как совокуп-

ные зависимости (3)–(4) с параметрами теории прочности  Кулона и некру-
говой зависимости напряженного состояния. Ниже рассмотрим основные 
постулаты этой теории. 

1. Площадка сдвига в условиях активного и пассивного давлениях, от-
клонена на угол, равный  𝜃∗ = 𝜑∗ и 𝜃 = (𝜋/2 − 𝜑∗). где 𝜑∗ угол отклонения 

площадки сдвига, от площадки, где действуют наибольшие главные напря-
жения. Как показали наши исследования, его можно определить по выра-
жениям  𝜃∗ ≅ 𝑘(𝜑к + 𝛼𝜉).  𝛼𝜉 = 𝑎𝑡𝑔(𝜉) = 𝑎𝑡𝑔 (𝜎3𝑢𝜎1𝑢) 

или                                      𝜃∗ ≅ (1,22𝜑 + 13,2 ).                                         (14) 

2. На основании положения и первого допущения, для описания усло-
вия предельного равновесия в до предельном и предельном состоянии вы-
ражение (4) является недостаточным, вторым обязательным условием явля-
ется выражение (3), т. е. условие прочности Кулона. Естественно, при таких 
условиях выполнение кругового закона нарушается. Извышеизложенного 
следует, что при сдвиговых напряжениях, τ ≤ с𝑢 справедлив закон линей-
ной зависимости между напряжениями и деформациями и при  с𝑢 < τ ≤ 𝜏𝑢 

напряженное состояние на площадке выходит за рамки линейности (рис. 8).  

     𝑐𝑢 = 𝑐0+ 𝜎𝑚[ 𝑡𝑔(𝜂𝜑)],  𝜂 < 1                               (15) 

где 𝜂 – коэффициент характеризующий границы линейности зависимости 𝑓(𝜎𝑖,𝛾𝑖). Как было отмечено в работе [5, 6] это связано прежде всего, тем, 
что при напряжениях 𝜏 > 𝑐𝑢 касательные составляющие изменяется с нару-
шением закона (6), (7). При этом, как показали эксперименты угол отклоне-
ния площадки сдвига отличаются от традиционных, определяемые по тео-
рии прочности Кулона–Мора, (5) или Треска–Хилла  𝛼 = β = 450 и соот-
ветствует выражения (14). 
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Рис. 8. Модель напряженного состояния, характеризующий область линейного 

 и нелинейного деформирования грунтов 

Из допущений 1 и 2 следует, что для грунтов величина коэффициента 
бокового давления 𝜉 , определяется  как в условиях покоя при соблюдении 
условия  𝜀3 = 0 так и  в условиях предельного напряженного состояния. 𝜉 = ∆𝜎3∆𝜎1                                                          (16) 𝜉𝑢 = 𝜎3𝑢𝜎1𝑢                                                          (17) 

При напряжениях τ ≤ с𝑢 (например, при природном напряженном со-
стоянии грунта) т. е. в условиях покоя, справедливо выражение (16). При-
нято допущение, что при выполнении условия  τ > с𝑢 (15) во всем диапа-
зоне изменения напряжений    принимается  𝜉 𝑢 = const  (17). 

Из литературы известно, что параметр 𝜉0 (условие покоя) принято 
определять  в соответствии с деформационной теории, например по фор-
муле (Жеки, 1944) [1, 2] 𝜉0 = (1 − 𝑠𝑖𝑛𝜑)                                              (18) 

Эта выражение по теории   Кулона-Мора имеет следующий вид 𝜉0 = 𝑡𝑔2 (𝜋4 − 𝜑2) = (1−𝑠𝑖𝑛𝜑)2𝑐𝑜𝑠2(𝜋4−𝜑2)                                          (19) 

Из выражения (19) следует что выражение (18) имеет математическую 
неточность, по этой причине она дает завышенные результаты коэффици-
ента бокового давления. Выражении (18) выполняется только в одном слу-
чае, когда 2𝑐𝑜𝑠2 (𝜋4 − 𝜑2) = 1. Учитывая такое несоответствие в выражение 
(18) вводят дополнительный корректирующий коэффициент 𝑘 зависящей от 
вида грунта [2] 𝜉0 = (1 − 𝑘 ∗ 𝑠𝑖𝑛𝜑м).                                          (20) 
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С учетом физической структуры грунтов коэффициенты бокового 
давления и  трения зависят от угла внутреннего трения  𝜑 и угла поворота 
предельной поверхности сдвига 𝜑∗. Феноменологические решение этих ве-
личин авторами получены в виде следующих выражений [5, 6]:  𝜉𝜀=0 ≤ 𝑘𝑓3 = 𝑘𝑡𝑔𝜑3  ,    𝜇 = ∆𝜀𝑥∆𝜀𝑧 ≅ 1𝑡𝑔𝜑∗                             (21) 

где 𝑘 – корректирующий коэффициент устойчивости. 
Модель теории прочности грунтов предложенная авторами. На 

основании этих допущений и принятых постулатов было предложена новая 
теория прочности грунтов, характеризующая наступление предельного 
напряженного состояния. В соответствии с этой теорией угол внутреннего 
трения 𝜑 и коэффициент бокового давления грунта 𝜉 (в условиях покоя и в 
условиях предельного напряженного состояния) являются независимыми 
параметрами прочности. Иначе, для корректного описания условия прочно-
сти грунта необходимо выполнение обоих уравнении (3) и (4). 

Геометрическую интерпретацию этой теории рассмотрим в коорди-
натных системах: 𝜏 = 𝑓(𝜎1,𝜎3) и  𝜎1 = 𝑓(𝜎3). Для определения составных 
напряжений на произвольных площадках при напряжениях  𝑐𝑢 < 𝜏 ≤ 𝜏𝑢 ис-
пользуем метод  касательной предельной огибающей к графику эл-
липса.  В этом случае, как и в первом известными считаются предельные 
величины и соотношения главных напряжений 𝜎1, 𝜎3,𝜉𝑢  (5), (16)–(17) а 
также параметры: угол внутреннего трения и сцепления грунта, соответ-
ствующие теории прочности Кулона (3).  

Математическое выражение уравнения эллипса имеет следующий вид 𝜎𝛼2𝑎2 + 𝜏𝛼2𝑏2 = 1              (22) 

Основными параметрами функции эллипса прочности являются: 
центр, малая и большая оси эллипса  𝜎𝑚 = 𝜎1𝑢+𝜎32 ,   𝑎 = 𝜎1𝑢−𝜎32  и b                         (23) 

Составные напряжения на площадке сдвига 𝜎𝛼 = а𝑐𝑜𝑠2𝛼 и  𝜏𝛼 = 𝑏𝑠𝑖𝑛2𝛼                                (24) 

на площадке сдвига при  𝛼 = 𝜃∗ = 𝑘(𝜑к + 𝛼𝜉),  выполняется условие проч-
ности грунта 𝜏𝛼 = (𝜎𝑚 − 𝜎𝛼)𝑡𝑔𝜑,                                       (25) 

или с учетом (24) 𝜎𝛼 = 𝑎𝑐𝑜𝑠2𝜃∗ и  𝜏𝛼 = 𝑏𝑠𝑖𝑛2𝜃∗                           (26) 

Требуется определить второй параметр т. е. размер второго полюса  𝑏.  
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Из уравнения (22) определим 𝑏2 = 𝜏𝛼2(1−𝜎𝛼2𝑎2 )  или   𝑏 = √ 𝜏𝛼2(1−𝜎𝛼2𝑎2 )                                    (27) 

или c учетом (25)–(26) получим 𝑏 = (𝜎𝑚 − а𝑐𝑜𝑠2𝜃∗)√  𝑡𝑔𝜑21−𝑐𝑜𝑠2𝜃∗2                                    (28) 

При этом условие прочности грунта будет имеет следующий вид 𝜏𝛼 = (𝜎𝑚 − 𝑎𝑐𝑜𝑠2𝜃∗)𝑡𝑔𝜑 = 𝜎1𝑢 [(1+𝜉𝑢2 ) − (1−𝜉𝑢2 ) 𝑐𝑜𝑠2𝜃∗] 𝑡𝑔𝜑          (29) 

Напоминаем, что в данном случае параметр 𝜑 = 𝜑𝑘 определяется по 
результатам сопротивление одноплоскостному сдвигу грунта. Для глини-
стых грунтов, обладающих силами сцепления с главные напряжения равны 𝜎1𝑢 = 𝜎1𝑓𝑢 + с 𝑐𝑡𝑔𝜑         и         𝜎3𝑢 = 𝜎3𝑓𝑢 + с 𝑐𝑡𝑔𝜑           (30) 

где 𝜎1𝑓𝑢,𝜎3𝑓𝑢 и 𝜉𝑢 – предельные напряжения и параметр прочности грунта 
полученный по результатам трехосных испытаний;  

Итоговые напряжения 𝑃 на площадке сдвига определяются с учетом 
выражений (26)  𝑃 = √𝜎𝜃2 + 𝜏𝜃2                                              (31) 

Сопоставление теорий прочности Кулона, Кулона–Мора и модели ав-
торов и графическая их интерпретация представлена на рис. 9. На этой диа-
грамме точка 𝑀(𝜎𝛼𝜏𝛼) удовлетворяет условие (3) так и  (4). 

 

Рис. 9. Сопоставительные диаграммы трех методов, характеризующие  
условие прочности грунта: 1 – условие прочности Кулона на простой сдвиг;  

2- условие прочности Кулона–Мора; 3 – редлагаемая модель условия прочности;  
4 –траектория нагружения 
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2. Метод секущей предельной огибающей к графику эллипса. 
В этом случае, как и в первом известными считаются предельные величины 
и соотношения главных напряжений 𝜎1, 𝜎3,𝝃𝒖 а также угол внутреннего тре-
ния грунта, соответствующий теории прочности Кулона.  

Основными параметрами функции эллипса прочности являются: ма-
лая и большая оси эллипса  𝑎 = 𝜎1−𝜎32  ;  𝑏 = 𝜏𝛼𝑚𝑎𝑥 = 𝑡𝑔𝜑к𝜎𝑚  и  𝜎𝑚 = 𝑝 = 𝜎1+𝜎32                 (32) 

Математическое выражение уравнения эллипса имеет вид (22)  
Графическая интерпретация условия предельного напряженного 

состояния. Условие прочности характеризует только напряженное состоя-
ние на площадке сдвига и не может быть применен для определения напря-
женного состояния в других площадках. Для построения этой диаграммы  
составим график зависимости предельные вертикальные 𝜎1 и горизонталь-
ные 𝜎3 напряжения (рис. 10).  

    
Рис. 10. Графическая интерпретация условия прочности грунта по автору 

а) активное нагружение при плоском напряжённом состоянии; 

б) диаграмма прочности грунта 

Графически соединим на этой плоскости две точки 𝜎1, 𝜎3, получим 
правильный треугольник. Соотношение этих напряжений на графике харак-
теризует коэффициент бокового давления (𝝃) 𝝃𝒖. Направление полного век-
тора напряжения Р на наклонной площадке определяется по выражению 
(31). Направление полного вектора напряжения Р ориентировочно в сторону 
площадки, где действует наименьшее главное напряжение 𝜎3. Угол откло-
нения площадки сдвига равен αξ (14).  

При этом в соответствии с рис. 10 выражения 𝜎𝛼 и 𝜏𝛼 определим по 
выражениям  𝑡𝑔𝜑к = 𝜎𝑖𝑃  ;  𝑃 = 𝜎𝑖𝑡𝑔𝜑к   и   𝑐𝑜𝑠𝜑к = 𝑃𝜎𝑚 ;   𝑃 = 𝜎𝑚𝑐𝑜𝑠𝜑к.             (33) 
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Для глинистых грунтов с учетом (29) 𝜎𝑚 = 𝜎1+𝜎3+2 Р𝑒2 = 𝜎1(1+𝜉)+2 Р𝑒2                                         (35) 𝜎𝑖 = 𝜎1−𝜎32 = 𝜎𝑚𝑠𝑖𝑛𝜑к                                              (36) 

По направлению полного вектора напряжения Р с конца полюса 𝜎1 

начертим круг, диаметром 𝐷 = Р. Далее с оси  𝜎1 проведем линию с углом 
отклонения  𝜑∗ = 𝑘(𝜑 + 𝛼𝜉) до точки пересечения М(𝜎1; 𝜎3), лежащей на 
поверхности круга. При этом полный вектор напряжения Р, с этими двумя 
линиями образует прямоугольный треугольник. Величина полного век-
тора Р = 𝜎𝑖/𝑡𝑔𝜑𝑘 Р = 𝜎𝑚 ∗ 𝑐𝑜𝑠𝜑𝑘.Таким образом, левая сторона от вектора Р характеризует главные внешние, а правая сторона внутренние напряжения 
на площадке, отклоненной от горизонтали на угол 𝜃∗ = 𝜑∗. Длина отрезка 
этой прямой (линия 𝜎1; М (𝜎1; 𝜎3), равна величине нормальных 𝜎𝜃, а проти-
воположная сторона треугольника   равна величине касательных напряже-
ний 𝜏𝜃, действующих на этой площадке. Представленная диаграмма в отли-
чии от выше рассмотренных характеризует условия предельного состояния 
удовлетворяющая условиям прочности как  (3) так и (4).  С другой стороны  𝜏𝛼 = Р𝑠𝑖𝑛𝜑к = 𝜎𝑖𝑐𝑜𝑠𝜑к, 

 𝜎𝛼 = Р𝑐𝑜𝑠𝜑к = 𝜎𝑚𝑐𝑜𝑠2𝜑к .                               (33) 

На основании вышеизложенного, можно сделать важный вывод о 
том, что условие прочности вида (4), (5) является недостаточным. Вто-
рым обязательным условием сдвига грунта на этой площадке является вы-
полнение так же условия (3) с параметрами прочности Кулона. При этом  
угол отклонения наиболее опасной площадки сдвига  равно  𝜑∗ = 𝑘(𝜑 + 𝛼𝜉) 

или (14). 

Пример. Определить параметры прочности грунта по результатам 
трехосных испытаний и одноплоскостного сдвига. Сопоставить результаты 
с теорией прочности Кулона–Мора и модель прочности, предложенной ав-
торами. Исходные результаты и результаты расчета представлены на таб-
лице №1 и графика рис. 11. 

Выводы 

Предложенная теория прочности, в отличии от теории Кулона–Мора 
основанной на круговой зависимости 𝜏𝜃, =f(𝜎𝜃) подчиняется закону эллипса 
с основными параметрами прочности  Кулона  𝜑𝑘, с и 𝜉𝑢.  

В соответствии с предложенной теорией прочности напряженное со-
стояние на площадке сдвига будет определяться по выражениям (24), (26) и 
(28), а угол отклонения этой площадки определяется по выражению (14).  
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Рис. 11. Сопоставительные график теории прочности Кулона-Мора (1)  

и предложенной авторами модель прочности грунта (2); 3 – граница линейной де-
формируемости вычисленное по выражению (15) 

Соотношение главных напряжений (𝜎3/𝜎1) в допредельном (условие 

покоя при 𝜀3 = 0) 𝜉 и в предельном состоянии 𝜉𝑢 имеют различные значения 
и определяются по выражениям (16), (17) экспериментально в условиях 
трехосного сжатия. Необходимо отметить что, в условиях трех осного 
сжантия как коэффициент 𝜉𝑢 так и угол внутреннего трения зависит от 
величины сдвиговых перемещений. В отдельных случаях величину 𝜉 можно 
определять по предложенной авторами выражению (21) в зависимости от 
параметрами прочности  Кулона 𝜑𝑘.  
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Такое положение позволяет дифференцировать и максимально упро-
стить методы определения параметров прочности грунта. Параметры проч-
ности 𝜑𝑘, с, и угол отклонения площадки сдвига 𝜑∗ рекомендуется 
определять по резульатам сдвиговых испытаний, а коэффициент бокового 
давления соотвествующий условию предельного напряженного состояния (𝜉)𝜉𝑢 по результатам трехосных испытаний.  

НДС грунта принципиально можно разделить на 3 области: область 
линейного деформирования; область нелинейного деформирования и об-
ласть предела текучести (пластического течения) соответствующая границе 
предельного сопротивления грунтов сдвигу. Третья область подчиняется 
только классическому закону Кулона с присущими ему параметрами и не 
может быть описана другими теориями (Кулона–Мора, Треска–Хилла или 
Мизеса–Боткина и др.). 

В соответствии с  теорией прочности Треска Хилла  принято условия (2𝜃 = 900). При траектории напряжений 𝜎3 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡   и 𝜎1 > 𝜎3  соблюдается 
линейная зависимость 𝑡𝑔(𝜃 = 450) = 𝑞(𝑝−𝜎3) т. е. на площадке сдвига выпол-
няется условие пропорционального роста нормальных 𝑝 и касательных 𝑞 
напряжений.  Во всех  других условиях, когда угол отклонения площадке (𝜃 > 450) в них возникает нелинейный рост касательных 𝜏𝛼 и нормальных 𝜎𝛼 напряжений. Учитывая эти обстоятельства применение теории  Треска–
Хилла для определения параметров прочности  не рекомендуется. 
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